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Capitulo 2.

Teoria de Cauchy elemental.

pp- 75 - 110



2.4.3. Ejercicios Propuestos (pp. 86-87)

Ejerc. 79 - 88



Ejercicio Propuesto 81.
Calcula

/z2 dz
-

siendo v = [i,1 + 14,3 + 3i].

Solucién.
Escribamos v = 1 + 2, donde vy, = [i,1+14] y v2 = [1 44,3 + 3i]. Por tanto

I:/szz:/ z2d2+/ 22 dz.
¥ T V2

Parametrizando en la manera usual para segmentos, tenemos que
71 : [0,1] — C esta dada por

nt) =1 =i+l +1i) =t +14,

y por tanto
1

1
1
/z2dz:/(t+i)2dt:—(t+i)3 =
it 0 3

0

[+ =) = 2 [(1 4 +i].

W
Wl

Anélogamente
72 : [0,1] — C esta dada por

Yo(t) = (1 —t)(14+4) + (34 3i) = (1 +4)(1 + 2t),

y por tanto

/ 22dz = /1[(1 +4)(1+20)]?2(1 +4) dt =
Y2 0

1

! 1
(1+2‘)3/0 2(1 + 2t)*dt = 5(1urz')3(1ur2t)3 =
%(1 +i)? [32 1] = ?(1 +1)3.

En conclusiéon

1 26 3, 1
I=3 [(1+4) +14] +§(1+i)3:9(1+z)3+§z:



1 55
9(1+3i—3—i)+§i:—18+—i.

Ejercicio Propuesto 82.
Calcula

/|z|2dz
.

siendo 7y el camino formado por la mitad superior de la circunferencia unidad
y el segmento [—1,1].

Solucién.
Escribamos v = 41 + 72, donde 73 = [—1,1] y 72 es la mitad superior de la
circunferencia unidad. Por tanto

I:/|Z|Edz:/ |z|2dz+/ | z | Zdz.
g m 72

La parametrizacién mas facil que se puede dar de 7 es la siguiente
7 : [-1,1] — C dada por

y por tanto

1 0 1
/|z|2dz:/ |t|tdt:—/ tzdt+/t2dt:0.
Y1 —1 —1 0

La parametrizacién usual para la circunferencia nos lleva a considerar
v2 : [0, 7] — C dada por
72(t) = e

™
/ |z|§dz:/ | e | e ie dt =
Y2 0

™
/ idt = it]T = im.
0

I =0+9m =1m.

y por tanto

En conclusiéon



Ejercicio Propuesto 84.
Sean v un camino cerrado en C y f : v* — C una funcion de clase C'.
Prueba que

[ o7
¥
es un 1maginario puro.

Solucién.
Supongamos que 7 : [a,b] — C y consideremos la funcién g : [a,b] — C dada
por g = fo~. Por la regla de la cadena, g es derivable a trozos en [a, b] y se
tiene que ¢’ = (f' o).

Notemos que

/a ’ g(t)g (1) dt = /a "Re (g(t)g’—(t)> dt + i / " Im (g(t)g’—(t)) dt.

Escribamos g = u + v y notemos que ¢’ = v’ + v’, por lo que

Re (g(t)g’—(t)) = u(t)u/ (t) + v ().

En consecuencia,

/ab Re (g(t)g’(t)) dt = /ab u(t)u'(t) dt + /ab o()'(t) dt

S Pl + 5 v = 5 [w®)? — ()] + 3 o) ~ v(a)?]
Puesto que

u(a) +iv(a) = g(a) = f(7(a)) = f(y(b)) = g(b) = u(b) + iv(b),

se sigue que

Por tanto




y en consecuencia I es imaginario puro.

Ejercicio Propuesto 85.
Prueba que para 0 < r < 1, se tiene que

/ log+2) ., _4
C(0,r) <

2m
/ log(1 + 12 + 2r cos §) df = 0.
0

Deduce que

Solucién.
Como .
oo
-1 n+1
logz = Z L (z—1", VzeD(1,1),
n=1 n
se sigue que
= (0! Sk
log (1 N o " VYze D(0,1),
og (14 2) ngl e anzon‘f'lz z (0,1)

y por tanto

log (1 + 2) _ Jf (=n" 2", Vze D(0,1).

z —n +1
Por consiguiente, la funcién M tiene primitiva en el disco D(0,1). A
saber, la funcién F' dada por
G
F(z) = —=5—2", Vze D(0,1).
(= "0 vee D@

n=1

Por el Teorema de caracterizacion de existencia de primitivas, para cada

0 <r <1, se tiene que
log(1
C(0,r) z



DE OTRA MANERA: Cuando veamos la férmula de Cauchy para el
disco, podremos afirmar que, para cada 0 < r < 1, se tiene que

log(1
/ log(1 + 2) dz = log(1 + 0) = log(1) = 0.
c(o,r) z

Finalmente, acogiéndonos a la definicién de integral a lo largo de un
camino, notemos que

l 1 2m l 1 it )
0:/ Mdz:/ log(L +7¢7) it gy
c(0,r) z 0 re’

27 27
/ ilog(1 4 re) dt = / (—arg(l +re') +ilog | 1+ re |)dt =
0 0

2m 2
_/ arg(1 +re') dt—i—i/ log\/(1 +7cost)? + 12 sen2t dt.
0 0

Luego

2
O:/ log\/(1+rcost)? + 12 sen’t dt =
0
I 2 .2 2.2
3 log (1 +r*cos“t+ 2rcost + r* sen’t) dt =
0

1 2m
5 / log (14 1%+ 2rcost) dt.
0



2.4.8. Ejercicios Propuestos (pp. 99-101)

Ejerc. 89 - 102



Ejercicio Propuesto 93.
Para todo z € C, z # —i, definamos

7(=) = log(i + 2).

a) Justifica que f es discontinua en los puntos de la forma p — i, con
p <0, y holomorfa en Q@ =C\{p—1i : p <0}.

b) Halla la serie de Taylor de f centrada en zg = —1 +i. Sea ¢ la
funcion suma de dicha serie definida, naturalmente, en su disco de
convergencia. Indica para qué valores de z € Q se verifica que f(z) =

p(2).

Solucién.
a) El resultado se sigue de los siguientes dos hechos:

- La funcién log : C\{0} — C es holomorfa en C\R, y discontinua en
R™.

- La traslaciéon z — i 4+ z es una biyecciéon biholomorfa de C en C que
aplica {p —i : p <0} sobre Ry, y {p —i : p <0} sobre R™.

b) Por el Teorema de Taylor sabemos que, en el mas grande disco centrado
en zg y contenido en €2, la funcién f coincide con la funcién suma de la serie
de Taylor de f centrada en zy. Noétese que el tal disco es D(zp,2). Para
calcular la serie de Taylor de f centrada en zy €  vamos a desarrollar f’
en serie de potencias centrada en zg. Por las reglas de derivacién, para todo
z € Q) se verifica que

Floy— 1 _ 1 1
itz 142+ (z—(=1+14) —1+2i1-55

Teniendo en cuenta el estudio de la serie geométrica, sabemos que

1 o

= Y 2" VzeD(0,1).
-z n=0

Ademas nétese que

Z— 20
1—-2

<1l &  |z—z2]<|1-2i =5

10



Por tanto

+o0 n
, _ 1 zZ— 20 _
Jz) = —1+2z’§(1—2¢> -
+00 1
—ZW(Z—ZO)R, VZGD(,ZO,\/B).
n=0

Por el Teorema de derivacion de la funcién suma de una serie de potencias
podemos afirmar que

+oo 1

f(Z) =K - nZ:O (TL n 1)(1 _ Qi)TLJrl (Z - ZO)nJrl =

K — Z ni 2 © 20)", Vz € D(2,2)
para conveniente constante K. Notese que
K = f(z0) = log(i + 29) = log(—1+2i) = log | — 1 + 2i| + iarg(—1+ 2i) =

1
log /5 + iarg(—1 + 2i) = B log 5 + i (arctan(—2) + ).

Vamos a calcular el radio de convergencia R de la serie de Taylor de f en
zp. Como quiera que

len+1] n 5?2 n 1
= = —_—=
len| (n+1)5m+D/2 " (4 1)51/2 51/2

se sigue que R = /5. Por consiguiente, la funcién ¢ suma de la serie de
Taylor de f en zy estd definida en el disco D(zo,\/g). Puesto que f es
discontinua en la semirecta S = {p —i : p < 0} las funciones f y ¢ no
pueden coincidir en D(zg,v/5). Lo que ciertamente ocurrird (Principio de
Identidad) es que coinciden en

Dz, ﬂ{ze@ Imz > —1}.

11



Ejercicio Propuesto 95.
Sea a € C*. Justifica que hay una tinica funcion f holomorfa en D(0,1) tal
que

2f'(2) + af(z) = ?lz, (z € D(0,1)).

Solucion.
Unicidad (supuesta la existencia)
Supongamos que existe una funcién f holomorfa en D(0,1) verificando que

zf’(z)—i—af(z):liz, Vz € D(0,1). (1)

Por el Teorema de Taylor, f es la funciéon suma de su serie de Taylor centrada
en 0, luego

+oo
flz)= ch 2", Vze D(0,1),
n=0
y por el Teorema de derivacion de la funciéon suma de una serie de potencias
+oo
I'(z) = chn 7L Yz e D(0,1).
n=1

En consecuencia,

+oo
2f'(2) +af(z) =aco+ > (n+a)e, 2", VzeD(0,1).

n=1
Como quiera que
1 1 +oo +o0
= =) (=2)"=) (=1)"=", VzeD(0,1),
1+2z 1—(-2) nZ:O n;o

se sigue de (1) que
(n+a)e, =(—1)"  Vn e NU{0},
o lo que es lo mismo

(_1);, Wn € NU {0},

Cp —

12



y por tanto f es Unica.

iDE OTRA MANERA!

Supongamos que existe una funcién f holomorfa en D(0, 1) verificando que

/ —
zf(z)+af(z)—1+z, Vz € D(0,1). (2)
Demostremos que para todo n € NU {0} se verifica que
2" () 4+ (n+ o) fM(z) = GDCE Vz € D(0,1) (3)
(1 + 2z)nt1” e

Por induccién. La expresién (3) para n = 0 no es otra cosa que la condicién
inicial (2). Supongamos que la expresién (3) es valida para un n € NU {0},
y vamos a demostrarla para n + 1. Derivando en (3) obtenemos que para
todo z € D(0,1) se verifica que

—(=1)™! (n+1)(1 4+ 2)"

FUOG) +2f M) o) 1) = S

y por tanto

(—1)"*! (n+ 1)1

2"E) F (4 L+ o)) =

Vz € D(0,1),

demostrando la validez de (3) para n + 1.
Evaluando la expresién (3) en 0 obtenemos que

(n+a)f™(0) = (=1)"n!  Vn e NU{0},

o lo que es lo mismo

FM(0) = (;T:!, ¥n € NU {0}.

Por el Teorema de Taylor, f es la funciéon suma de su serie de Taylor centrada
en 0, luego

100 ¢n) 1o 1\n
() = an—('mz” -y %z”, vz € D(O0, 1),
n=0 ’ n=0

y por tanto f es unica.

13



Existencia
Atendiendo al resultado obtenido en el apartado anterior, consideraremos la

+o0
(_1y1 n
ZTH——QZ'

n=0

serie de potencias

Puesto que
lcni1|  nta

lcn | nt+lda
se sigue que el radio de convergencia de dicha serie es R = 1. Por el Teorema
de derivacién sabemos que la funciéon suma de dicha serie, llamese f, es
holomorfa en D(0,1) y que

—1

—+00

! (_1)nn -1
fi(z) = —t— 2"
ngl n—+ o

En consecuencia, para cada z € D(0, 1), tenemos que

+00 ny +0 o\
zf’(z)—l—af(z):zzﬁz”_l—l—azﬁznz

— n+« n:On—i—a
400 400 400
(=D"n , =" , [(—1)% (—1)”} n
« A z'=1+ — 4« z =

T; n+« T;Jn+a n;l n+« n+«

+oo +o0 1 1

Z( )"z Z( 2 1—(—=2) 14z

n=0 n=0

Luego f verifica la condicién (2).

14



Ejercicio Propuesto 97.
Prueba que los coeficientes ¢, de la serie de Taylor de

_ 1
T l—z— 22

f(2)
centrada en z = 0 satisfacen las igualdades:
co=c1 =1, cpy2 =cpy1+cn para todo n > 0.

Calcula dichos coeficientes de forma explicita descomponiendo la fraccion
dada en fracciones simples. Calcula el radio de convergencia de la serie
> n>0Cnz" La sucesion {c,} se llama sucesion de Fibonacci.

Solucién.
Los ceros de 22 + z — 1 son

_-1xyT+4 1

5 —5(1ix/3)=—

z

1

1, V5

2 2

Luego f es holomorfa en (C\{—% — g, —% + é} y, por el Teorema de
Taylor, f admite un desarrollo en serie de potencias en el disco

1 V5
D0, — = —).
Si tal un desarrollo viene dado por
1 =
_ n
1—2z— 22 —chz ’
n=0
entonces
—+00 “+00 —+00 “+00
1=(1-2z- z2) Z 2"t = Z 2t — chz"Jrl - Z ez =
n=0 n=0 n=0 n=0

+oo +o0 +o0 +o0
E cn2" — E Cp_12"— E Cn—22" = co+(c1—co)z+ E (cn—cCp—1—cCn—2)2",
n=0 n=1 n=2 n=2

y por tanto

c=1 c1—¢c=0, v ¢, —cp_1—cp_o=0 paratodo n > 2,

15



o lo que es lo mismo

co=c1 =1, cpya =cpy1 + ¢, paratodo n > 0.
Descomponiendo en fracciones simples

1 -1
.2 _ =
1—2z—2 (2 + 1+2\/5)(Z+ 1 2\/5)

1

2

1 1 3
Z+ 1+/5 Z+ 1—2\/5
2

5
—|—\/51+\/52+1 1—\/51\/—24—1

1 2 12 1 B
5
7 lees (e >f2< ol

S (2 e S (29)” ]

n=0
Puesto que

se sigue que

o n+1
e 1 DSl )

n=0 2
+00 n+1
1+5
Seureo (H50)
+1 +1
1 _*ff(l—ﬁ)” Zn++§<1+\/5>n L
\/g n=0 2 n=0 2
+1 +1
IR N EC A R (A R
\/gnO 2 2 .

16



Luego

n+1 n+1
1 1++5 i 1-+5 "
Cp = — 2 — > , Vn €N.

Finalmente calculemos el radio de convergencia de la serie obtenida

s ()" ()"

Cn (#>n+l _ (1_—\/5>n+1

Puesto que | ;ﬁ |< 1, y por tanto

1—ﬁn_w
14++/5 ’

se sigue que

Luego

17



Ejercicio Propuesto 99.
Considera las funciones complejas dadas para todo z € C\{—i,i} por

zZ—1

Z+1

J(2) =log ="y g(z) = log(z — i) — log(= + ).

a) Estudia dénde son holomorfas las funciones f y g.
b) ¢Donde coinciden de f y g?

¢) Calcula el desarrollo en serie de Taylor de g centrado en z = 1.

d) Justificar que la serie

et (L) = (10"
;(—1) i —on

converge (absolutamente) y calcula su suma.

Solucién.

a). La funcién ¢ dada por

Z—1

z+1

es una biyeccién biholomorfa de C\{—:} en C\{1} cuya inversa viene dada
por

p(z) =

-1 __.Z+1

Puesto que log : C\{0} — C es holomorfa en C\R; y f = logop, por la
regla de la cadena se sigue que f es derivable en el conjunto

Qf = {ze C\{—i,i} : o(z) €Ry}.

Notemos que para z # —i se verifica que

z—i  (z=0)EZ-i) |zP-1-i(z+7%)
z4+i |z +i2 | 241 |2

p(z) =

)

y por tanto

p(z) ERy & |2 —-1-2iRe(z) €ER, & Re(z)=0y |z|<1

18



En consecuencia,

Qp = C\[—4,1].
Notemos que las aplicaciones traslacién o1, s dadas por
p1(z)=z—1i y @a(z) =241

son biyecciones biholomorfas de C sobre C y ademaés son inversas. Por tanto
la aplicacién ¢; : C\{i} — C dada por ¢1(z) = log(z — i) es holomorfa en

C\{z€C : ¢1(2) €Ry} =C\ (Ry +1),

mientras que la aplicacién gy : C\{—i} — C dada por ga(z) = log(z + i) es
holomorfa en

C\{z €C : pa(z) e Ry} =C\ (Ry —4).
En consecuencia, g es holomorfa en

Qy =C\ [(Ry +i) U(Ry —i)].

b). Es claro que las componentes conexas de Q := Q; N, son Oy y Qo,
donde
) =C\{z€C: Re(z) <0y | Im(z) |< 1},

Qo ={2€C: Re(z) >00 | Im(z) |>1}.
Puesto que para todo z € () se tiene que

f,(z):z—i—iz—i—i—(z—i): 2i _ 1'_ 1

z—i  (z241)? (z—i)(z+1i) z—1i z—|—i:g(z)

se sigue que f y g se diferencian en una constante en 2; y en €25. Dado que

11— us

1) =1 —log(—i) = — =4

F1) =log 1—— =log(—i) = — 54,

F=1) = log =1 _logi= T

TR TR T e

y
g(1) = log(1 — i) — log(1 4 i) = log V2 — %i— (log\/§+%i) = —gi,

. . 3 . 3T 3
g(—1) =log(—1—1i)—log(—1+1i) = logﬁ—zz—(log\/i+zz) =-5h

19



se sigue que

f(z) =g(2), Vze

f(z) =g(z) —2mi, Vze€ Q.

c). Por el Teorema de Taylor, g admite un desarrollo en serie centrado en
1 vélido en D(1,+/2) (que es el més grande disco centrado en 1 y contenido
en ). Para calcular tal desarrollo vamos a estudiar en primer lugar el de
la derivada de g.

, 1 1 1 1
zZ—1 zZ+1 z—14+1—1 z—14+1+1
1 1 1 1

1—i14+2=L T+4i 14358

Teniendo en cuenta el estudio de la serie geométrica, sabemos que

1 o0
1 = E 2", Vze D(0,1),
-z
n=0

y por tanto, cuando | —2=1 [< 1, o lo que es lo mismo cuando | z — 1 |[< v/2
tenemos que

400 n + n
1 z—1 1 z—1
/ —_— J— J— _ pr—
g(z)_1—izo( 1—2‘) 1+i 0( 1—1—2‘)

n—=

ST R ED
nZO (1 —4)ntt (z—1) nzo (i)t (z—1)" =
+00 i ) ) n
T;)(_l) I:(l —g)ntl o 1+ i)n-i-l] (z—1)" =
+00 n (14 i)nJrl —(1- Z‘)n+1 -
nz;)(_l) (1 —d)(1 +4))nt? (z—-1)"=

+o0o ,L'n-i-l_ _Z'TH—l
Sy S U= oy
n=0

20



Puesto que g(1) = —F i por el Teorema de derivacién de las series de poten-
cias podemos afirmar que

(1+ z)”+1 (1 —4ntt
) Z T Z (n+ 1)2n+! (z =" =

__Z+Z DA it Gk Ly PR

n2n

y este es el desarrollo de Taylor de g centrado en 1.
Vamos a calcular el radio de convergencia de dicha serie a través de la
férmula de Cauchy-Hadamard. Nétese que (1 —i)i =1+ 14 y por tanto

[ (L0 = (=)™ =] (L =)@ = 1) |=[ 1 =d ["[ " = 1]|=27 [ = 1],

luego

oo = \/]14—2 (1I—i)n ’Z?éﬁm

Como quiera que

| N

1y ¥Vjin—1]< V21,

se sigue que

2
limsup V/| ¢, | < g
Ahora bien,

\/§ 1
4k+2 / 4k+2 /11 4k++2 —
| C4k-+2 | = —2 1hi2 —4k 5 | 7 + 1 |

V21 wgy |, V2
2 4k+2/4k + 2 2
donde se ha tenido en cuenta que Yn — 1y que V2 — 1 (ambas como

consecuencia del Criterio de la Raiz). En consecuencia, R = /2, y por
tanto la serie converge absoluta y uniformente en todo compacto contenido

en D(1,v/2).

21



d). Puesto que 2 € D(1,/2), se tiene que la serie converge (absolutamente)
en 2, y ademds

np1 (L+49)" — (1 —4)"
n2n '

+oo
9(2) = —Zi+ Y (-1)
n=1

Como quiera que
9(2) =log(2 —i) —log(2+1i) =

1
) = —2tarctg 2’

1 1
log V5 + iarctg (— 5) - <10g\/5+iarctg§

se sigue que

+oo . .
140)" — (1—d)" 1
E (—1)"*1( Rl ) =1 E—2aurctg— .
n2n 2 2

n=1

22



Ejercicio Propuesto 101.
Para z # 1 sea f(z) =1 (e_z - Flz) y f(0)=0.

a) Justifica que f es holomorfa en el abierto C\{—1}.

b) Integra dicha funcion a lo largo de la frontera del disco D(0,R) que
queda en el primer cuadrante para calcular el valor de la integral

“+00
Senx
dzx.
0 Xz

Solucién.
a) Claramente f es holomorfa en C\{—1,0}. Notemos que f es continua en
0.

z—0 z dz

1 —1+1
S — = =0.
(e +<1+z>2>zo I

Por el Teorema de Riemann, f es holomorfa en 0.

—z 1
e — = 1
lim £(z) = lim 1% = 4 (e—z _ > _
z—0 =0

b) Fijado R > 0, llamemos g al trozo de circunferencia de centro y radio R
en el primer cuadrante. Por el Teorema de Cauchy para dominios estrellados
tenemos que

/ f(z)dz =0.
[O7R]+'7R+[iR=O}

En consecuencia,
/ f(z)dz = (2) dz—l—/ f(z)dz. (4)
[0,iR] 0,R)] R

Empecemos analizando la integral de la izquierda

R R q . 1
dz = it)idt = — (e ™ — L dt =
/[o,iR]f(Z) = [ ria= [ (e Hit)z
/Rl , 1—it
—|cost—1sent — ——= | dt =
0 t 1+ 2

23




R /cost 1 (R /sent 1
— dt —1 — dt.
0 t t(1+ t2) 0 t 1+1¢2

Notemos que

R Ry, 1
[OvR] f(Z) dZ = /(; f(t) dt = /(; ; <6 - 1——|—t> dt S R,
Yy que

_ 2 ity ps it g4 z 1 —Re®* 1 SN2 T
f(z)dz-/o f(Re")Rie dt—/o Tooit <e 1—|—Reit) Rie" dt =

/5 e_RCOS t—iRsent L+ Refit idt =
; 1+ R? +2Rcost

1+ Rcost —iRsent dl —
14+ R?2 4+ 2Rcost -

TR

(NE]

2 —Rcost s _
e (cos (Rsent) — isen (Rsent))
0
Rsent
—Rcost
— dt
/0 <e sen (Rsent) Ty 2Rcost) +

(3 —Reost 1+ Rcost
Rsent) — dt
! /0 (e cos (Rsent) 1+ R2 4+ 2Rcost

Considerando las partes imaginarias en la igualdad (4), de los cédlculos que
hemos hecho, se sigue que

R /sent 1
——— | dt =
0 t 1+ 2

2/ Reos t 14 Rcost
- t) — dt. )
/0 <e cos (Rsent) T 1% 1 2Reost (5)

Ahora, estudiemos la integral de la derecha.

2 Rcost
\/ e % tcos (Rsent) dt |<
0

3 3
/2 | e fsteos (Rsent) | dt < / e~ ficost gy
0 0

Teniendo en cuenta que en el intervalo [0, 5] la funcién coseno es concava, y
por tanto

2
cost > ——t+1, VtE[O,E],
T 2
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se sigue que
2R
—Rcost< —t—R, Vte|0, g],

T
y por tanto
/5 e—RCOSt dt S /5 G%t_R dt — |:L €¥t_R:| % —
0 0 2R 0
T 0_ R T -R
—(e —e =—(1—-e7).
55 )= 55! )
Resumiendo,

g —Rcost ™ —-R
t)dt |< —(1 —
|/0 e cos (Rsent)dt |< 2R( e )

y por tanto dicha integral converge a 0 cuando R — +oo.

Por otra parte,
1+R =

3 1+ Rcost 2 1+R
0< dt < dt < —
—/0 —/0 1+R2 ~— 1+ R%22’

1+ R?2 + 2Rcost
y por tanto también dicha integral converge a 0 cuando R — +o0o. Ahora,
teniendo en cuenta la igualdad (5), podemos afirmar que

R /sent 1
- | dt
0 t 1+t
converge a 0 cuando R — +oo. Como quiera que

/R—dt [arctg )5 tg R
= |arc = arc
o 1+t %o g

converge a 5 cuando R — +00, se sigue que

“+00

t
JAR
0 t 2

Ejercicio Propuesto 102.
Sea f una funcion holomorfa en un abierto 2, y supongamos que D(a, R) C

sw=cg [ [, Sy

25
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Solucién.
Consideremos la funcién ¢ : Rt x] — 7, 7[— R? = C que esté determinada
por el paso a coordenadas polares con centro en a = xg + iy, esto es

o(p,0) = (o + pcosb,yo + psend) =a+ pe'?.

Por el Teorema del cambio de variable obtenemos que

/ / D(aﬁ)f(x’y) dlwy) = / / 1o,R[x]—n,w[pf(a+pew)d(p 0) =

(por el Teorema de Fubini)

R ™ ) R s 10 )
/ {/ pf(a+ pe?) d@} dp = / B [ f(Lge) ipedd| dp =
0 -7 0o ¢ - pe’

Yp IE gl ao— [P omi _
/oi[/(j(a,p)Z—adz]dp_/o Z,27mf(a)dp—

(donde hemos hecho uso de la férmula de Cauchy para la circunferencia)

R
~f(a) /0 2pdp = 1f(a) [0?]F = 7 f(a) B2 = 7R (a).
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2.5.2. Ejercicios Propuestos (pp. 109-110)

Ejerc. 103 - 117

27



Ejercicio Propuesto 103.
Prueba que toda funcion entera que no tome valores reales es constante.

Solucién.
Sea f una funcién entera que no toma valores reales. Como C es conexo y
f es continua, se sigue que f(C) es un conexo. Como

C\R={ze€C:Imz<0}U{zeC: Imz>0}
se sigue que
f(C)C{zeC:Imz<0} o f(C)C{zeC: Imz>0}.

En cualquiera de los dos casos, f(C) no puede ser denso en C. Luego f es
constante. n

Ejercicio Propuesto 104.
Sea f una funcion entera verificando

f(z)=f(z+1) = f(z+1), VzeC.
Prueba que f es constante.

Solucién.
La funcién f es biperiédica con periodos 1 e i. Luego si consideramos el
cuadrado

C={2z€C:0<Rez<1,0<Imz<1},

se tiene que f(C) = f(C). Como quiera que C' es compacto y f es continua,
se tiene que f(C) es un compacto de C, esto es, f(C) es cerrado y estd
acotado. Luego, f(C) = f(C) # C. En consecuencia, f(C) # C, y por
tanto f es constante. [ |

Ejercicio Propuesto 105.
Sean f y g dos funciones enteras cuya composicion es constante. sque se
puede afirmar sobre f y g?.

Solucion.
Sea k € C tal que
flg(2)) =k, VzeC.
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Si g no es constante, sabemos que g(C) = C. Como f es continua se tiene
que

f(C) = f(9(C)) € f(9(C)) = {k} = {k}.

Luego f es constante. ]

Ejercicio Propuesto 106.
Sea f € H(D(0,1)) tal que

1

1) 1< =

(lz]<1).

Prueba que
| f(0) < e(n+1)! para todo n € N.

Solucién.
Para cada n € N, por las desigualdades de Cauchy

L F(0) < m@, vr €0, 1],

donde
M(r) =max{| f(z) |: 2z € C(0,7)}.
Como, por hipétesis, para | z |= r se tiene que

1 1

76 IS 37 = T

se sigue que M (r) < 1717“, y por tanto

") n!*.
570) 1< 0t

Consideremos la funcién ¢ :]0,1[— R definida por

1
p(r) = m

y veamos donde alcanza su minimo. Puesto que

, —nr" (1 —r o o en 4+ (n+ 1)r
7 (r) = r2”((1 — r))2+ - 7[“2”(1+—( 7“)—; ) ]’
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se sigue que

o' (r) " =n+ (n+ 1)r] r=
Ademas,
’ . n
<0 si 0<r<—0o,
o'(r) si r<- 1
y
"(r) >0 si D ocr<i
v n+1 '
Luego ¢ alcanza su valor minimo en r = 5. Nétese que

P(—=) = — . n)=<LﬂDRW+U-

Si se tiene en cuenta que la sucesién {(1 + %)"} crece a e, se sigue que

n
n+1

p(——) <e(n+1),

y por tanto
| /(0 < e(n+1)!

Ejercicio Propuesto 107.
Sea [ una funcion entera tal que f(z) = f(f(z)) para todo z € C. ;Que
puede afirmarse de f 9.

Solucion.

Supuesto f no constante, por el Teorema 2.23, para cada z € C, existe una
sucesion {z, } en C tal que {f(z,)} — 2. De la continuidad de f, deducimos
que {f(f(zn))} — f(z). Ahora bien, puesto que por hipétesis,

f(zn) = f(f(20)), Vn €N,

se sigue de la unicidad del limite que

z = f(z2).

Por tanto la respuesta es: f es constante o f = Idc.
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De otra manera:

Consideremos la funcién entera h dada por
h(z) = f(z) — z.

La condicién f(z) = f(f(z)) para todo z € C se relee ho f = 0. Por
el ejercicio propuesto 105 sabemos que o bien f es constante o bien h es
constante. Asi, en el caso en que f no sea constante, ha de existir k& € C tal
que f(z) =z+k, Vz € C. Ahora bien, puesto que f(0) = f(f(0)), se sigue
que k = 2k, luego k = 0, y por tanto f(z) =z, Vz e C.

En conclusién, o bien f es constante, o bien f(z) =z, Vz € C. [ |

Ejercicio Propuesto 108.
Calcula la integral

para v = C(3,3), v =C(1,3), v =C(2,3).
Solucién.

v=C(33)

e?

/ e*dz ! :/ (1—2)3 ds —
oty 2(1=20°  Joa sy =2

1
1

NI

(como la funcién ﬁ es holomorfa en C\{1}, D(3,32) C C\{1}, y 0 €
D(%, %), por la féormula de Cauchy para la circunferencia)

e0

(1= 0)3 = 2.
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(como la funcién —< es holomorfa en C\{0}, D(1,3) C C\{0}, y 1 €
D(1,1), por la férmula de Cauchy para las derivadas)

i e\ | _d(e(-2)
2! dz? z Zil_m dz 22 .

» ([62(1 —2) — €%]2% — 2ze*(1 — Z)>Z:1

24

) <—ez(z2—2z+2)> )
i = —emi.
z=1

23

v =0C(2,3)

Descompongamos en fracciones simples la funcién racional del integrando

1 _ -1 _ A n B, n By n Bs
2(1—2)3  2(z—13 2z 2z—-1 (z-12  (z-1)3
Luego
—1=A(z = 1)® + Byz(z — 1)® + Baz(z — 1) + Bsz,
esto es

—1=A(z* =322 +32— 1)+ By (2> — 222 + 2) + Bo(2* — 2) + B3z =

(A + .Bl)Z3 + (—3A — 2B + 32)2’2 + (3A + By — By + Bg)Z — A,

y por tanto
A + Bl =0
3A + Bl — B2 + Bg =0
- A =-1

de donde se sigue que
A=1, Bi=-1, By=1, B3=-1.

Por tanto




y en consecuencia

e“dz e* e*
LI SR S
c@23) #(1—2) c@23) ? ce3) #—1

e* e*
B / 4=
/0(2,3) (z — 1) c2s) (2 — 1)

(por las férmulas de Cauchy para las derivadas)

omi | 2mi
omie® — 2mie! + 11'2 el — 21'2 el = 2ri(l — g) = mi(2 — e).

Ejercicio Propuesto 109.
Calcula la integral

/ cos zdz
5 22 (2= 1)
para v = C(0, %), v =C(1, %), v =C(0,2).

Solucién.

cos zdz s
a1 o dz=
cob) #(z=1)  Jewpl 2

(como la funcién 22£ es holomorfa en C\{1}, D(0,%) C C\{1}, y 0 €

D(0, %), por la féormula de Cauchy para la derivada primera)

2w d [ cosz [ —(z—=1)senz —cos z ] ]
—_— = 27i =2mi (—1) = —2mi.
I dz \z-1/,_, (z —1)2 2=0

/ cos zdz _ / C‘;“;Z _
cahy 22(z=1)  Jouy 2z -1
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(como la funcién %% es holomorfa en C\{0}, D(1,1) C C\{0}, y 1 €

D(1,3), por la férmula de Cauchy para la circunferencia)

21 = 2micos 1.

12

v =C(0,2)

Descompongamos en fracciones simples la funcién racional del integrando

1 _A+B C
2(z—-1) 2z 22 z-1
Luego
1=Az(z—1)+ B(z—1) + C2*
, esto es

1=A(z*~1)+B(z-1)+Cz*=(A+C)2*+ (-A+ B)z — B,

y por tanto
A + C =
A + B

B

de donde se sigue que

Por tanto

y en consecuencia

CoSs z dZ COS 2 Cos 2 COS 2
/ % :—/ dz—/ 5 dz+/ dz =
co2) #*(z—1) co2) % c,2) % c,2) Z—1

(por las férmulas de Cauchy para las derivadas)

o
—2micos0 — % (—sen0) + 2micos 1 = —2mi (1 — cos 1).
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Ejercicio Propuesto 110.
Dado n € N, calcula las integrales

/ sezzdz; / %dz; / lognz &,
c(,1) * C(0,1) z caly

Solucién.

Por la féormula de Cauchy para las derivadas

/ senz .. _ 2mi |sen”_1)0 _
co,1) 2" (n—1)!

(teniendo en cuenta que sen™ z = sen (z + 5n), VneN)

271 0 si n es impar

(n— 1) sen (3 (n=1)) = { (-1 s n=2k

Por la féormula de Cauchy para las derivadas

e —e”? omi dnl
dZ = eZ o e—z —
/0(0,1> 2" (n—1)! dzn—1 ( ).—o

27 ( 0 (—1)”_160) _ { 0 si n es impar

ﬁ si  n es par

Por el Teorema de Cauchy para dominios estrellados

/ loiz dz =0,
cl) ?

yva que S :={z € C : Rez > 0} es un dominio estrellado, D(1,3) C 3, y la

funcién l(;gnz es holomorfa en S. [
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Ejercicio Propuesto 111.
Se considera la sucesion de funciones dada por

fu(z) = %sen (nz).

Justifica que { f,,} converge uniformemente en R pero no converge uniforme-

mente en ningun subconjunto abierto de C'.

Solucion.
Puesto que

S

VneN y VzeR se verifica que | fp(x) |=]| %sen (nz) |I< —,
se sigue que {f,} converge uniformemente a 0 en R.

Veamos que {f,} no converge puntualmente en ningin subconjunto
abierto no vacio 2 de C. En efecto, si 2 es un subconjunto abierto no
vacio de C, entonces es claro que ) contiene algtin zg no imaginario puro,
esto es Re (izg) # 0. Puesto que

inzp __ efinzol ’6

2n - 2n 2n

e

sen (nzg)

inzo ’ _ ‘efinzo ’ e Re (iz0) _ e~ Re (iz0)

n

y (tanto en el caso Re (izp) < 0, como en el caso Re (izg) > 0)

e Re (iz0) _ e~ Re (iz0)

lim = 400,
n—00 2n
. Ny sen (nzp)
se sigue que la sucesién § ="+ no converge. [ ]

Ejercicio Propuesto 112.

Probar que la serie
n

Zlizn

n>1

converge en D(0,1) y que su suma es una funcion holomorfa.

Solucion.
Veamos que la serie




converge uniformemente en todo compacto contenido en D(0, 1). Para ello,
nos bastara probar que converge uniformemente en todo disco D(0, p) con
0<p<l.

Fijado p con 0 < p < 1, para todo z € D(0, p) se verifica que

| 2" |<p" y [1=2" 21— |2"|>21-|2z|>1—p.

Luego

n n

z < o
1—zn 1—-p

Puesto que la serie numérica

S

nle_p 1_'0@1

es una serie geométrica de razén p < 1, y por tanto convergente, se sigue
del criterio de la mayorante de Weierstrass que la serie de funciones

n

Zlizn

n>1

converge uniformemente en D(0, p).
Finalmente, por el Teorema de convergencia de Weierstrass, la serie

n

Zlizn

n>1

converge en D(0, 1) y su suma es una funcién holomorfa. ]

Ejercicio Propuesto 113.
Sea ) ,~q fn una serie de funciones holomorfas en D(0,1) que converge
uniformemente en conjuntos compactos. Sea

[e.e]

fa(2) =) e (| 2]<1).

k=0

Justifica que

n=1 \k=0 k=0 \n=1
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Solucién.

Consideremos la funcién suma f = >, f,. Se tiene entonces que

[e.o]

F =S =S (z ) (1<),
n=1 k=0

(6)

Por otra parte, por el Teorema de convergencia de Weierstrass, f es holo-

morfa en D(0,1), y ademds, para cada k € NU {0}, se verifica que

e =Y WE (1<)
n=1
En particular, para z = 0 tenemos que
0)=>" £(0),
n=1

y por tanto, teniendo en cuenta el Teorema de Taylor,

Mo o) &

Luego

f=y EWa o (Z k> £ ()< ).

k=0 k=0 \n=1

De (6) y (7) se sigue la igualdad del enunciado.

Ejercicio Propuesto 114.
Prueba que para cada natural k la serie de potencias

k n
Tgkn(n—i—l)—i—lz

tiene radio de convergencia 1. Sea fi la funcion suma de dicha serie. Prueba
que la sucesion {fr} converge uniformemente en D(0,1) y calcula la serie

de Taylor centrada en 0 de la funcion limite.
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Solucién.
Fijemos un nimero natural k, y llamemos

k
= kn(n+1)+1°
Es claro que
Cap1 _ kn(n+1)+1

cn  k(n+1D(n+2)+1

converge a 1. Luego, el radio de convergencia de la serie de potencias

kj n
e
> T

es 1.

Supongamos que la sucesion {fi} converge uniformemente en D(0,1) y
llamemos f a su funcién limite. Por el Teorema de convergencia de Weier-
strass se tiene entonces que para todo m € NU {0} se verifica que

F(2) = lim f7(2).

k—o0

En particular, para z = 0 se tendra que

m0) = lim £™(0) = L L S S
7700) kh—{go T (0) k;h—{go e km(m+1) +1 " m(m+1)’
y por tanto
Mo 1
m!  m(m+1)

Luego la serie de Taylor centrada en 0 de la funcién limite f es

> 1

f(Z):Zmzn-

n=0
Ciertamente, la serie de potencias que aparece converge en D(0,1) ya que

1
(n+1)(n+2) N

T =
n(n+1) n+2

— 1.

Por tanto, estamos autorizados a considerar la funcién f anterior.
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Veamos finalmente que {fx} converge uniformemente a f en D(0,1).
Dado z € D(0,1) tenemos que

£e) ~ ful \—\Z ToESy ZMH - |

’Z( (n+1) lm(nfl)ﬂ) @ I=

kn 1)+1—kn(n+1) .
|Z Dkn(n+1) 4+ 1] =
o0 1 "
’nZOn(n—i-l)[kn(n—i—l ; (n+ Dkn(n +1) +1] K

oo

1 1
Zn(n—l—l)[k:n(n—l—l)—kl]gnzg)n( D+ 1) kZ n—l—l

n=0

[e.e]

De aqui se deduce que {f;} converge uniformemente a f en D(0,1). [ |

Ejercicio Propuesto 115.

Sean ) un abierto de C, {f,} una sucesion de funciones continuas de §2 en
C, y f una funcion continua en ). Prueba que las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

a) {fn} converge a f uniformemente en subconjuntos compactos de Q.

b) Para toda sucesion {z,} de puntos de  convergente a un punto z de
Q, la sucesion {fn(z,)} converge a f(z).

Solucién.
a) = b). Dada una sucesién {z,} de puntos de € convergente a un punto
z de Q, es claro que el conjunto K := {z, : n € N} U{z} es un compacto
de Q, luego, por a), {f,} converge a f uniformemente en K. Veamos que la
sucesién {f,(zn)} converge a f(z). Fijemos € > 0.

Como {f,} converge a f uniformemente en K,

dmy; € N : n>my se verifica que | fp(w) — f(w) |< %, Vw € K.
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En particular,

Vn > my se verifica que | f(zn) — f(zn) |< %

Como {z,} converge a z y f es continua, se tiene que {f(z,)} converge
a f(z), y por tanto

dme € N : n >mg se verifica que | f(z,) — f(2) |< %

Llamemos m = max{mi, mg}. Para todo n > m se verifica que
€
2

=E&.

| falzn) = F(2) [S] fa(zn) = f(zn) [+ 1 f(20) = f(2) I< §+

b) = a). Veamos que NO a) = NO b).
Supongamos que existe un subconjunto compacto K de 2 tal que {f,}
no converge uniformemente a f en K. Entonces,

Jeg>0:YmeNIn>myJweK : | fo(w)— f(w) > eo.

En consecuencia, existe una aplicacién estrictamente creciente 0 : N — Ny
una sucesién {wy(,) } de elementos de K tales que

| fa(n) (wo(n)) - f(wo(n)) |Z €9, Vn € N.

Como K es compacto, existe una sucesién parcial de {wg(n)} convergente a
un punto z € K. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que {w, )}
converge a z. Consideremos la sucesién {z,} de elementos de K dada por

R si n = o(m) para algin m
" z  si n# o(m) para todo m.

Es claro que {z,} converge a z, asi como que

| fa(n) (Zo(n)) - f(zo(n)) |Z €0-

Como f es continua se sigue que {f(z,)} converge a f(z), y por tanto
dm eN : n>m severifica que | f(z,) — f(2) |< %O.
Ahora bien, por otra parte, para todo n > m se tiene que
| fon)Zom)) — F(2) =] fom)(zom)) — f(20m) + (o)) — f(2) [>
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| fa(n)(za(n)) - f(za(n)) | - | f(za(n)) - f(Z) |2 0o~ %5 = &

y por tanto {f,(z,)} no converge a f(z). |

Ejercicio Propuesto 116.

Sean Q un abierto de C, {f,} una sucesion de funciones continuas de §2 en
C que converge a una funcion f uniformemente en subconjuntos compactos
de Q. Sea g una funcion continua en C. Prueba que la sucesion {g o f,}
converge uniformemente en subconjuntos compactos de £ a la funcion go f.

Solucién.

Como {f,} es una sucesién de funciones continuas que converge a f uni-
formemente en subconjuntos compactos de €2, se sigue que f es continua en
Q. Luego la funcién go f es también continua en 2. Dada una sucesién {z, }
de puntos de € convergente a z € €2, por la implicacién a) = b) del ejerci-
cio anterior tenemos que {f,(z,)} converge a f(z). Como ¢ es una funcién
continua, se sigue que {g(fn(zn))} converge a g(f(z)). Finalmente, por la
implicacién b) = a) del ejercicio anterior tenemos que la sucesién {g o f,}
converge uniformemente en subconjuntos compactos de 2 a la funcién go f.
|

Ejercicio Propuesto 117.
Sean Q un abierto de C y { f,} una sucesion de funciones de Q2 en C. Prueba
que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) {fn} converge uniformemente en cada compacto de €.

b) Cada punto de Q2 posee un entorno en el que {f,} converge uniforme-
mente.

Solucion.
a) = b). Como (2 es abierto, dado a € 2, podemos tomar R > 0 tal que

D(a, R) C Q, y por tanto D(a, %) C Q. Como DAa, g) es un compacto, por
a), {fn} converge uniformemente en D(a,Z).
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b) = a). Sea K C Q compacto. Para cada a € K, sea U, un entorno
(abierto) de a en el que {f,} converge uniformemente. Como quiera que

K c | U,
aceK
y K es compacto se sigue que

n
daq,...,a, € K tales que K C U Uag; -
j=1

Como {fn} converge uniformemente en cada U,; (1 < j < n), se sigue que
{fn} converge uniformemente en K. ]
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